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1 Vorbemerkungen

Wie in der Vorlesung dargestellt, versuchen wir durch geschickte Wahl sowohl der n Stiitzstellen x,,
zur Funktionsauswertung f(z,) als auch der Integrationsgewichte w, ein Integral der Form

+1 n
/ f@)de =3 w, f(xy) (1)
—1 p=1

moglichst gut durch eine Summe anzundhern. Wir haben also zunéchst 2n Unbekannte w, und z,.

Fiir eine Fehlerabschéitzung betrachten wir, wie genau ein Polynom vom Grad m
m
f(x):Pm:Zaixl:a0+a1$+612562+CL3$3—|—CL4£C4+... (2)
i=1

durch (1) integrierbar ist. Dabei hat das Polynom m + 1 Koeffizienten.

2 Quadratur—Formeln vom NEWTON-COTES—Typ

e Wir betrachten hier ausschliellich sog. ,,geschlossene NEWTON—COTES—Formeln. Dies bedeutet,
dass die beiden Integrationsgrenzen a = —1 und b = 41 gleichzeitig Stiitzstellen des Verfahrens
sind.

e Innerhalb dieser Klasse von Verfahren wihlen wir alle Stiitzstellen mit jeweils dem gleichen
Abstand zueinander (,dquidistant®).

e In der Vorlesung sind fiir dieses Verfahren fiir n = 2,3,5 die Stiitzstellen und zugehorigen
Gewichte angegeben worden.

2.1 Beispielhafte Berechnung der Gewichte w, fiir n = 3 (,,SIMPSON—Regel*)

Wir wahlen drei Stiitzstellen 1 = —1, 29 = 0,23 = +1 und suchen die drei Gewichte wq, wo, w3 durch
Vergleich mit einem Polynom vom Grad m = 2, das ebenfalls drei Koeffizienten ag, a1, as besitzt. Aus
(1) und (2) ergibt sich also

+1
2
I:/a0+a1x—|—a2x2dx: [..]1 :2a0—|—§a2 (3)
21
und an den Stiitzstellen
f(=1) = ao—ai+a (4)
f(0) = ao (5)

f(+1) = ap+ar+az. (6)
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D.h. (1) bzw. (3) stellt sich als
ISimpson = wl(ao —ai + ag) + wo ag + wg(ao +a; + ag)
= ao(w1 =+ wo + w3) + al(UJ3 — wl) + ag(wl + UJ3) (7)
dar.
Nun kann man die Koeffizienten von (3)3 und (7) vergleichen und erhilt direkt wy = ws = 1 und

Wy = % als gesuchte Gewichte fiir die SIMPSON—Regel. Dieses Ergebnis erhilt man iibrigens auch, wenn
man den Fehler err = Isipmpson — I minimiert.

2.2 Versuch einer Fehlerabschitzung

Wir kénnen eine beliebige Funktion f(z) oder ein Polynom der Form (2) in eine TAYLOR-Reihe (um
xo = 0) entwickeln, so dass man

fl@) = ao+az+ara®+azz’+agat + ... (8)
= JO) SO+ 302+ L 0) + )

mit den Ableitungen f/, f”, f"”,... von f(z) an xg = 0 erhilt.
Aus (1) ergibt sich also

T 1 1 1 -
/f(x)dm S= | FO @+ S 02 + 102 + o f1(0)at + | == (10)
-1

-1

12

= f(0)+ %f”’(o) + ... (11)

Schlussfolgerung: Bei Polynomen vom Grad m > 3 bleibt ein Fehlerterm iibrig, denn bei Polynomen
bis Grad m = 2 ist f"”/ = 0. Polynome bis m = 2 werden also durch die SIMPSON-Regel (=NEWTON—
CoTes-Integration vom Grad n = 3) ezakt integriert.

~» Fiir die NEWTON-COTES-Integration wird in der Literatur eine Exaktheit bis zum Polynomgrad
q =n — 1 =m angegeben.

3 GAuss—Integration

In diesem Abschnitt zeigen wir fiir die GAUSsS—Integration mit n = 2 wie man fiir ein Polynom P3 vom
Grad m = 3 (also mit 4 freien Koeffizienten ay, ..., a3) sowohl die beiden Stiitzstellen z1, z9 als auch
die beiden Gewichte wq, w9 berechnet, so dass Ps exakt integriert wird.

Ahnlich wie in (3) aus Abschn. 2.1 ergibt sich

+1
2
I= /Pgdx = [.]J7 =2a0 + 302
-1
|
= wi(ag + a1 + ap % + azx3) + wy(ag + ay v + ag 3 + azxd), (12)
wobei wir hier gleich die Summendarstellung (1) fiir diese GAuss—Integration mit n = 2 einge-

setzt haben. Wiederum ein Koeffizientenvergleich in (12) liefert 4 Gleichungen fiir die 4 Unbekannten
L1, L2, W1, W2.
Das Auflésen dieses Gleichungssystems liefert die bekannte Losung fiir die GAuss—Integration mit

n:2:w1:w2:1undx172:i%.

Ubung !

~» Die GAUSS—Integration ist bis zum Polynomgrad ¢ = 2m — 1 exakt.



